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Résune

Cet article présente les conditions d’isotropie de lasgdaspologique du manipulateur parallele
a nacelle articulee H4 possédant quatre degrés deéidgén modele cinématique de cette classe
de manipulateurs est d’abord développé, puis on imposeandition isotrope a la matrice jaco-
bienne. Des équations obtenues on trouve les contraihteseeprocédure de design permettant
de déterminer toutes les géomeétries isotropes. Laggiure” de design proposée permet de choisir
et de calculer successivement chacun des parametreggiépras d’'un manipulateur isotrope de
classe H4.

Mots-clé: isotropie, manipulateur parallele, nacelle articutéeématique.

Isotropy of the H4 class of parallel manipulators

Abstract

This paper presents the isotropic conditions for the togiold class of the H4 parallel manipula-
tor with articulated travelling plate which has four degred freedom. First, a kinematic model
of this class of manipulators is developed, then we imposgdpic conditions on the jacobian
matrix. From the newly obtained equations, design comggand a design procedure permitting
the determination of all isotropic geometry are obtaineuke proposed design procedure permit
the successive choice and calculus of each and all geomalgidcameters of an H4 class isotropic
manipulator.

Keywords: isotropy, parallel manipulator, traveling plate, kinerogt
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1 INTRODUCTION

On souhaite déterminer les conditions d’isotropie desimdateurs paralleles a nacelle articulee
appartenant a la méme classe topologique que le marepuliat.

Tel que défini dans [1] : une classe topologique est I'ensemé tous les mécanismes ayant la
méme topologie, sans tenir compte de la géométrie. Laldgpe décrit 'agencement des joints

du manipulateur tandis que la géométrie décrit la Ieedidn relative des joints sur les liens. Un

nombre nécessaire et suffisant de parametres géoesrapit permettre de décrire de maniere
unique toutes les géométries d’une classe topologique.

Ainsi, la modélisation et I'etude des conditions gédmogies permettant d’atteindre I'isotropie ont
été proposées pour les manipulateurs de la classe $&trde la classe Delta [3], par exemple.

Le manipulateur parallele a nacelle articulee H4 (vajufe 2) a été développé au laboratoire
d’'informatique, de robotique et de microélectronique denpellier. Sa topologie est illustrée
a la figure 1 ouR est une liaison rotoide & une liaison Sphérique. Ce robot possede quatre
degrés de liberté : trois en translation et un en rotatéidnlles manipulateurs paralleles comme le
H4 sont particulierement intéressants car ils posgedies caractéristiques complémentaires aux
manipulateurs sériels.

B Effecteur

Figure 1. Topologie du manipulateur H4 Figure 2. Architeetdu manipulateur H4

Les conditions d’isotropie que I'on souhaite déterminempettront au manipulateur de déplacer
son effecteur a des vitesses égales dans toutes lesatieatpartir de commandes de méme in-
tensité. Cette propriété est tres intéressante casal@ipulateur démontre a cet état ses meilleures
performances cinématiques. De plus, les positions ipege trouvent loin des singularités.

Pour déterminer les conditions d’isotropie, il faut clrercles conditions a appliquer aux matrices
jacobiennesEtant donné que les matrices jacobiennes dépendentodsldd la position articu-
laire et de la géomeétrie, il est difficile d’avoir une gé@tne isotrope en tout les points. Ainsi,
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seules quelques géomeétries particulieres peuvennaitéel’isotropie, et ce, seulement pour une
ou quelques positions articulaires.

On cherche donc les conditions permettant d’obtenir des@éries isotropes, et non pas unique-
ment les positions articulaires isotropes d’'une géometurticuliere.

Figure 3. Représentation shématique du manipulateur H4

2 MODELISATION DE LA CLASSE H4

En se référant a la figure 3, les poifits; } | sont fixes et attachés a la base tandis que le poast
attaché a l'effecteur et est donc mobile. Les articutagiaux pointsd; et D; sont de type rotoide
tandis que les articulations aux poitset C; sont de type sphérique. Les barres reliant les points
A; aux pointsB; tournent autour des axés d’'un angley; ; I'effecteur situé au poinP tourne quant

a lui d’'un anglef autour d’'un axe normal au plan engendré par le mouvemeatifrées points

C; sans perte de généralité, cet axe est choisi comme lewrantitairek dans le référentiel global.

Le segment; reliant les pointsB; et C; est une articulation de tyge qui propage l'orientation

de I'axew; situé au point4; jusqu’au poiniC;. Les barres reliant les poin€§ conservent toujours

leur orientation. Lorsqu’elles se meuvent I'une par rapgofautre, elles le font toujours dans
un méme plan de telle sorte que la rotation de I'effectetwésau pointP engendrée par leurs
mouvements relatifs se fait autour de I'axe du vecteur ireita qui conserve toujours la méme
orientation.

La position du point4; appartenant a la base ainsi que la position de I'effedfesont toutes deux
connues relativement a un référentiel global. Sachast st I'angleg; de I'articulation rotoide
motorisée située ed;, il est possible de trouver la position du pofsit A partir de la position et
de I'angled de I'effecteurP, il est possible, de trouver la position du padrt(voir figure 4).

Etant donné que les points; et B; sont reliés par un corps rigide, ces deux points sont liés

mathématiquement a I'aide d’une condition de rigidiEa effet, la norme du vecteur; allant
du pointB; au pointC; est constante et égale'a
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2.1 Condition de rigidité

La distancer; entre les deux point®; et C; appartenant a un méme corps rigide est toujours
constante :
'I‘iT’T‘Z’ = TZ‘Q (1)

En dérivant (1) par rapport au temps, la condition de rigiéxprimée en termes de vitesses est
obtenue : .

ol b; et¢; sont respectivement les vitesses des paihtst C; par rapport a un meme referentiel.
Cette expression représente I'équiprojectivité déssged; et ¢; sur I'axer; reliant les pointss;
et C; d’'un méme corps rigide.

B;

Réféerentiel

Base —-A; P — Effecteur

Equation de
fermeture pour
la jambe:

f(a:) f(=,y,2,0)

lrsll = 7i

Figure 4. Représentation shématique de la Figure 5. Une jambe isolée
fermeture des équations pour chacune des
jambes

2.2 Equations de fermeture

A partir de la figure 5, il est possible d’écrire I'eéquatida fermeture de la boucle cinématigue
tel que :

b = a; + pi(a) ()
C;i=p— tz’(@) — S (4)
T, = C; — b, (5)

oua,, b;, c; etp sont, respectivement, les vecteurs positions des pdint8;, C; et P. Le vecteur
p; est fonction dey; et le vecteurt; est fonction d&). En substituant (3) et (4) dans (5), nous
obtenons:

ri=p—t;(0) — s; — a; — pi(q;) (6)
Puis en substituant (6) dans (1), il en résulte :
ri¥ =r" (p—ti(0) — si — a; — pi(a:)) (7)
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En dérivant (7) par rapport au temps :
ri (B4 (8 x k) 6= (pix @) i) =0 ®)
ol k est un vecteur unitaire du repére global parallele 2el'd rotation de la plate-forme. En

utilisant la propriété de distributivite du produit &mige, il est possible de réécrire I'équation (8)
en séparant les termgs? etg; :

P+ (ti X iﬁ) 0 =mr" (p; x @) g 9

Cette équation permet de relier la vitesse de I'articatatnotorisegj; située a la base d’'une jambe
aux vitesses de I'effectegiret§. En écrivant I'équation (9) pour chacune des quatre janbeus
obtenons le systeme algébrique linéaire suivant :

Az = Bq (10)
ou
) _’l"lT ’l"lT t; X ,;7 |
q1 A N
N I R R P W) 00
T = q= |- A= . N R B = 0 0
0 (].3 T3 T3 t3 X k 0 0 ,,,4T (p4 % ,114)
44 .
7“4T ’l"4T <t4 x k

(11)

etz est le vecteur vitesse de I'effectegrle vecteur vitesse articulairél est de dimension x 4
et B est diagonale de dimensidnx 4.

3 FORMULATION DU PROBL EME

On souhaite déterminer les conditions d’isotropie aigpiglr aux matrices jacobiennes (10) développées
a la section 2.2.

3.1 Adimensionalisation

Un manipulateur qui peut a la fois se positionner et s’deéedans I'espace possede des matrices
jacobiennes dimensionnellement non homogenes puisgyadebiennes font intervenir & la fois
des longueurs, dimensionnelles, et des angles, adimerdsoha non homogénéité de la matrice
jacobienne est éliminée en introduisant une longuelactaristique [5, 6]. Pour obtenir des ma-
trices jacobiennes dimensionnellement homogenes titifanc diviser les deux cotés de I'équation
de vitesse linéaires par une longueur caractéristiquelldesorte que les matrices deviennent adi-
mentionnelles.

L'analyse de (10) révele qu’en prenahittomme unité de longueur & comme unité de temps,
les deux cotés de I'equation oht /T comme unité. Par contre, la matrice jacobiendea des
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composantes aux dimensiohgt L? tandis que la matricé a des composantes én.

Sous forme adimentionelle, lorsgieest pris comme longueur naturelle, les matrices jacob&nne
A et B se réécrivent :

~

TlT/)\ 7‘1T t1><k3 /)\2

) R EE 0
TQT/)\ T'QT ty X k /)\2 A

A= . . . ) B = 0 0
s /A myn (T X ]f: /A 0 0 ry" (pa X Uy)
7‘4T/)\ 7‘4T t4 x k /)\2 22

3.2 Condition d’isotropie
La condition d’isotropie pour la matrice jacobienne s’exp ainsi :

&'x =1 (12)
Cela consiste a restreindre la vitesse que peut adopffeicteur dans n'importe quelle direction a
une vitesse unitaire. Le domaine des vitesses possibléffgeteur est donc restreint a une sphére
unitaire de dimensiom, oum est le nombre de degrés de liberté du manipulateur, a'este le
nombre de colonnes de la matrice jacobienne. Une matriobigiene est dite isotrope lorsqu’elle
transforme une sphéere unitaire dans I'espage@mensions de I'effecteur en une sphere ai-
mensions dans I'espace des joints a un facteur d’eécheike p

En substituant (10) dans I'équation (12), nous obtenons :
g (A'B)TA'Bg=1

qui représente un ellipsoide de vitesses dans I'espaairaensions des joints. La matrick ' B
est donc isotrope si ses valeurs singulieres sont toutedidplies et differentes de zéro :

C'C =01 (13)
ouC"=B'A
3.3 Isotropie de la matriceC'

La matriceC s’écrit donc :

Ari" /g1 hy/gn
AryT /g2 ha/gs
A 7‘3T/g3 h3/93
A 7‘4T/g4 h4/g4

CT

~

OU g; = ’I‘iT (pz X ’ljl,l) ethl = TiT(ti X k)

2009 CCToMM M Symposium 6



Les conditions d’isotropie de la matri€g@ (13) sont des conditions d’orthogonalité. Les lignes
d’'une matrice orthogonale forment une base orthonormalelignes ont toutes la méme norme et
sont toutes mutuellement perpendiculaires. Il en est aatigorement de méme pour les colonnes
qui forment elles aussi une base orthonormale.

3.3.1 Conditions d’orthogonalite
Le produit scalaire entre 2 lignes (ou colonnes) de la ne@idoit &tre nul :

AriT/gi hifgi] [A7iT /g hj/gj}—r =0

() Gr)- (G ()
Gi 9j 9i 9j
En simplifiant lesy; et en développant lés nous obtenons :
)\2 ri-T; + (’I“Z‘T(ti X ’%))(’l"jT(tj X ,;5)) =0
Si I'équation est divisée pdltr;|| ||r;|| alors :
N7y — (P (6 < k) (7] (85 x k) = 0 (14)

Les vecteurs; etr; de I'équation (14) deviennent unitaires. En utilisantdé&nitions du produit
scalaire et du produit vectoriel, tout en fixant sans pertg&ieralité sirﬁfg = 1 qui intervient
dans les produits vectoriels :

Lorsque développé :

—\?cos/ T =t cos/ Bk g cos/ ;! t xk (15)

On peut réécrire (15) pour toutes Ies paires de Ilgnes dtataceC’ :

12 = )\ M1 )\ H2 1,3 = )\ M1 )\ H3 14 = )\ M1 )\ 22} (16)
a3 o3 o3 114 a3 t14
— 0923 = \ Mo —— \ H3 — 024 = —— \ Mo —— \ Ha — 034 = \ M3 —— \ 22}

ou p; = cosét = PT(E % k) eto;,; = cosZ Y= 7} 7;. Il'y a donc 6 équations liges a la
condition d’ orthogonallte (élements hors- dlagonagametrlques de la matrice identité). De plus,
lest; y apparaissent divisés pasils sont donc normalise&tant donné que, ett, représentent
le méme vecteur, on les a écrit sous la forne Il en est de méme pous ett; que I'on a écrit

sous la forme, ;.

L t; .
En définissant; = \ Hi (16) devient :

— 012 = 51 ﬂ2 — 01,3 = ﬂl 53 — 014 = 51 54 (17)
— 023 = 2 33 — 024 = P2 B4 — 034 = 3 B4
En manipulant ce systeme d’équations, on découvre laaate suivante :
012034 = 013024 = 014023 (18)
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3.3.2 Conditions de normalieé
Toutes les lignes (ou colonnes) de la mati¢eloivent avoir la méme norme :

(A7:"/gi hifgi| [Ari" /g hi/gi}T — 2

(5) () ()

En déplacant leg; de l'autre cdté de I'égalité nous obtenons :

Lorsque développé :

N 2
)\2 T, T+ <'I‘Z‘T(ti X k})) = a2 (’I‘Z'T (pz X ’ljlll))Q
Si l'equation est divisée palr;||2 alors

~ 2

2
Nt (7t x b)) = a? (] (pix @) (19)
Les vecteurs; de I'équation (19) deviennent unitaires. En utilisantéinition du produit scalaire
et du produit vectoriel, tout en fixant sans perte de géit€isin / Z = letsinZp =1qui
interviennent dans les produits vectoriels :
N 412 co$ £ Bk — o?p? cog L B
On peut réécrire cette équation pour toutes les lignda detriceC :

2 2 2 2
l14 2 2 D1 123 2 aP2”

1+7M1 zaﬁnf 1+V,M2 B VEL 20)
a3 ps’ t1,4° Pa”
1+vﬂ32=a2ﬁ7l32 1+V,u422042ﬁ7]42

ol p; = (:osél’ij‘fic = 7] (t; x k) ety = cos £ B*% = #T (p; x ;) Il y a donc 4 équations
liees a la condition de normalité (éléements diagondeika matrice identité). De plus, lesetp; y
apparaissent divisés pasils sont donc normalisés.

3.3.3 Relation entre lesy; ;

Lorsque la condition d’orthogonalité faisant intervdesr; est écrite sous forme scalaire, seul les
angles entre les; apparaissent sous la forme @g. Il existe néanmoins une forte relation entre
ces angles qui doit étre respectée. Il suffit de conn&itte ces angles pour pouvoir déterminer la
valeur absolue da®™¢a I'aide de la loi des cosinus sphériques.

La relation que les; ; doivent respecter est :

01,2 — 014024 01,3 — 01,4034 023 — 024034
arccos(é) + arccos(%) + arccos(%) =0 (21
R1,4K2.4 R1,4K34 R92 4R34
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ol ; = cos/’ etk;; =sin/}’.

De plus, pour que I'equation (21) soit respectée et poarlgs solutions ne soient pas complexes,
on doit avoir les contraintes suivantes :

019 — 0140 013 — 0140 093 — 0940
1< 212 14924 4 < 13 14934 4 1< 923 2,403 4 <1 (22)

R1,4K24 R1,4R34 R92 4R34

4 SOLUTIONS ISOTROPES

Il'y a en tout 11 équations, voir (16)(20)(21), associada condition isotrope appliquée a la
matriceC'. Il est possible de réduire ce systeme d’équations ersanke équation en substituant
(16) et (20) dans (21). Le choix des parametres intervedans ces équations reste néanmoins
plus facile lorsque ces équations forment un systeméipdutune équation unique.

4.1 Procdure de design

Il est possible d’obtenir une solution isotrope en cho@iset en calculant successivement chacun
des parametres intervenant dans les équations d’isetrop

Choix de oy 4 Il faut tout d’abord choisir une valeur pout 4. Etant donné que les; ; sont des
cosinusg; 4 doit étre choisi dans l'intervalle-1, 1].

Choix deo2 4 En considérant les contraintes (22) et puisque les vaurémes des; ; sont
—letl,onadonc:

—K1akog < (+1) — 014024 < Kiakou pourc; o, = +1

—kK1akog < (—1) — 014024 < Kiakou pourc;, = —1

donc, aprés quelques manipulations; doit étre choisi dans le plus petitintervalle erjtrd, +1]
et [—\/1 — 0'1742, —|—\/1 — 0'1,42]

Choix deo; 2 Des équations (17) on sait que :

01,4 024 01,4024

. . 019 014 024
fh=——— et fy=——— donc —oy= et ainsi == — ( : ) < : )
[N [N B4 |o1,2] 014 ) \lo24]

Le signe der, » doit donc étre I'inverse du signe obtenu par le produit-deetos 4.

A partir des conditions (22), on doit donc choisir, dans l'intervallg0, oy 405 4+ \/1 — 01742\/1 — 094>
ou(0, 014094 — \/1 — 0142\/1 — 02.4%] selon le signe de .
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Calcul de o1 3 A partir de (17), on peut exprimer, 3 et o, 4, en fonction der, 5, 013, 014 €1
02,4 -
Tog = 01,3024 aa = 01,3024 (23)
01,4 01,2
En substituant (23) dans (21), on obtient une équationuamgent fonction de 5, 013, 014 €t

09.4. Seuloy 3 estinconnu et il est possible de l'isoler :

o153 = F(014% (=094 + 094% — 014" — 201 4%094% — 014%019° — 2012014094 — 094701 2>+
201 9°01 4094 — 4012701 4% 094 + 401 201 402.4° + 401 201 4% 09 4 + 01,42))(1/2)
01,2((—01,42 + 201,201,402,4 - 02,42)(01,2 - 01,402,4)2/(201,2301,402,4 - 301,2201,4202,42—
01,4201,22 - 02,4201,22 + 201,201,4302,4 + 201,201,402,43 - 01,4202,42))(1/2)

/(201,2201,402,4 - 201,201,4202,42 - 01,202,42 - 01,201,42 + 01,4302,4 + 01,402,43) (24)

Le signe der, ; peut étre choisi librement.

Calcul deso2 3 eto2 4 Connaissant tous les autres; et a I'aide de I'equation (23), on calcule
aisément, 3 etos 4.

Calculdesg; A partir de la définition deJ; et des équations (17), on peut exprimieen fonction
deso; ; :

—01,201,3

pr ==+ (25)
023
Le signe de3, peut étre choisi librement. On peut alors calculer lesemuty aisement :
01,2 01,3 01,4
= i il S i 26
B 5, Bs 5, B 5, (26)

Calcul despu; et dest; Etant donné que, et 3, partagent le méma 4 et qu’il en est de méme
pour 3, et qui partagent le mém s, alors en les combinant on obtient les relations suivantes :

b _ B G _ o @
1o Mg M2 M3
Ainsi, si I'on combine ces relations aux définitions suieendéja énoncées :
77 = 33 i = f‘z(iz x k)

On a alors un systéme d'equations faisant intervanis;, u; ett; x k.

On cherche une solution & ce systéme d’équations. Osic@is perte de généralité< k comme
etant selon I'axe deg. Afin de n’avoir gu’une seule solution possible on choisi estreindrer;

a étre dans le quadrant positif du plan- z et de restreindré, a avoir une composante an
positive. On peut alors trouver numériqguementigst lesy; qui satisfont ces conditions. Toutes
les rotations des vecteutsautour de I'axey et leurs réflexions par rapport aux axeg et z sont
alors aussi des solutions.
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Calcul dest;/A Ayant déterminé leg;, on peut déterminer la valeur de,/)\ et deto5/\ a
partir de la définition deg, :

t1,4/)\:Bl/,LL1 tzg/)\:BQ/,LLQ (28)
Choix dea Le facteur d’amplificationy peut &tre choisi librement mais doit étre positif.

Choix demn; Lesn; sont des cosinus, on peut les choisir librement dans liatkr[—1, 1].

Calcul desp;/A A partir de 'équation (20) on peut alors trouver jgg\ :

pr_ L+ (tia/A)?*m? P2 _ 1+ (tas/A)po’

A \/ 042771 A \/ 042772 29
i, 2 m E (29)

P3 P4

B \/7 ) \/7

Autres parametres Tous les parameétres intervenant dans les équationsi@ssacla condition
d’isotropie ont a ce stade été déterminés. Les autaesnpetres apparaissant dans les équations
de cinématique peuvent alors étre déterminés. Cesnadras sont les composantes des vecteur
s; ainsi que la norme des vecteurs lls peuvent étre choisi librement puisqu’ils n’ont pas de
conséqguence sur l'isotropie.

5 CONCLUSION

Il existe de nombreuses géomeétries isotropes pour legpolateurs de la classe topologique H4.

Les conditions d’isotropie ont été formulées et une pdwre de sélection et de calcul des pa-
rametres du manipulateur a été proposée. Cette puoeg@edrmet de choisir et de calculer succes-
sivement tous les parametres géométriques de tous leiputateurs isotropes de la classe H4.
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